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%��� ����� �����!���� � �����! &�� ���������� �����$������ ������� ���� ��$� � ��� �����	 ��$����
�����	 �'�(���� ��! '�������# � ��( ����� �& ����������� ���������� �������� �� &��!������� �� ���
�����!�����	 ��! ����� )L���������* ��� �� !������������	 ���������� �� !��� �����+� �� ������# %��
������ ������� !�������� �� L������ 	 ���� ��+������ ���� ���!�� ������� (��� ��� ���� � ���
������� ��� �� ��������! �� ����������� ��� L������ �� ��������� ���!�� ���������� ��������#
%�� �����!����� �� ���� �����! ),-� ����������*# .� !������ ������� ������� �& ���!�� ����������
�������� ��! ���( ��( ���� ����� ���!���� ������� (��� !�/����� ���������������# ,-� ���������� ���
������������ �� ���� �������� ���� ��� �����$�! ����� ����!��! ����� ����� �����!�# 0�� ����� ��
���������� ����������� ��� ��1����! ����� �� �� �������� ����� �����! �� ��� !������� ����� �������
�& � ���������� !�����������	 (���� �� � ��2�� ������ �& ����� �� ����!��! ����� ����� �����������#
��� ������������	 (� ����� ,-� ���������� �� !�������� ��� $�����������' �& � ����' ����&����#

��� ����� �3�	 �34	 �56

	�
����
� ����������	 L���������	 �����$������ �������	 7��������,��'

����� ��� ��!��
����� �& ,��' ���������� ��! �������� �& ,�������	

��� ������	 8��$������ �& ,��!���	
,��!���	 ,95 50�	 8:#
;����< �#��� ��!��=����������#�!�#��#�'

.����� "�!������
;������� ���&�����	
8��$������ �& ����� 	 0�������	 0>3 �,?	 8:#
@��������! ������������A

������ "�!������
��� ���!���	

��� ������	 8��$������ �& ,��!���	
,��!���	 ,95 50�	 8:#
;����< !#��!������=����������#�!�#��#�'
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���������� ����� ����� ���������� �� ��� ���1������ ���� &�� ���������� �����$������ ���!�� �������#
?�(�$��	 ������ ��� ������ ��B� �� $��� ����� ����� ��� �� ����������� !�/������� ���(��� ��� ������
!����������� ��! ��� ��������� !������������ �& ��� �����������# 0�� ���������� $��� ����� ������� ���
�� � ������� ��������������# ��� ��������	 (��� ����� ����� ���������� �� ������! �� +������� ���'
���������� �� �� ����!��! �� ��� ���(��� 3�	��� ��! 3��	��� �����������	 ��! &�� ���� ���������� �
$�������� ��!�� ���� �� ������! �� ���� ���������� �� ��� ����&����# � ������� ����&���� ���! �� �
����� ���' �������� ���� �������!� �& +������� �����������	 ��! (��� ��� ����&���� �������� � ����
�� �����!����!��� ���������� ������ ��� $�������� ��!��� �������$�� ��1���� $��� ����� ������� �&
�����������# %���	 ��������� ����&���� ���' $�� ���������� ������� ��'�� ���� ����� �& �������������
����	 �$�� ������ ���� ���'� ��$� ������ ������������! ���������#�

%��� ����� �����!���� � ��(	 ��������������� �����! &�� �����$������ ���������� ����! �� ���!��
���������� ��������	 (���� (� ���� ),-� ����������*# ,-� ���������� ���������� �������� ����� ��
��� ������ ���� $�����	 ��$������� ����� ��! ��� ���!�� @3�C�A �����$������ �'�(���� ��! '�������
��������	 �� ���� �� ���� ���������� ���� ��� � ����� �1��� �� ����� ������ $�����# �����!� &�� ������
��� ��� ������� �& � �����$������ ���������� ��$� ��!������ ���� ������ !�$���������# 
� ����������	
"������ @
��DA ���������� �����$������ ������� ����� ������ ������������ �& ���!�� $�������� (���
'��(� �����$������ !������������# �������� ��� !����������� �& ���� ��� ��� �� ��'��(�	 ��� ���
�E������ �& ��� ����������� ��� �� ��������! �� ��!�� �� ������� ��� ������� �& ��� �����$������
����������# %��� �������� �� ������! �� ��� �������� �& ���������� ����!����	 (���� ��� �����$�! &���
1������ �� ��������� +�����# ���� �� ��� @
��DA �����!�� ��������� �����$������ !������������ ��! &����
�� �������� �������� '�������# %��� �����$� ���� $�� �� ������������ ��������� (���� ���������� ���
������������� �& ��������! ���������# ������������ �� ����&���� ���' ���������� �� +����� ��! �����
����� +������� �� ����������� ��� !�������!#

%�� �����!� �& "������ @
��DA ��! ���� �� ��� @
��DA ��� ����������� �� ������# .� ������� �� ���$�
��� ���� ���� �& ������� ����� ������ �������# 0� �����!����� � ��( ����� �& ����������� ����������
�������� ���� ��� &��!������� �� ,-� �����������	 (� ���$�!� ����������$� ���������� &�� ����������
(��� (� ����� ���� )� ��� ������ �����������*# .� �����$� ���� ,-� ����������	 ��'� ����� �����
����������	 (��� ��$� �������� ������������ ������ ���� !�/����� !����������# 
� 1���������$� +�����
����� ����� ��� ����!���� ������������ �� ����� $��� ����! �����< � ���� ������ ������� ��! ��!����	
����&���� ���' ���������� ��! ����� ���������� ������1���# ����� ���� ����� &������ �� ��� �����������
���������� �& ,-� ���������� ����� �� ���� ����� �� �����!� � ����& � ����� �& ��� ���� �����������#

%� ����$��� ��� ��������	 �����!�� ��� �����$������ ������ @�7>A ���� (���� (� ��$� � ������ ����
$�����	 μn ��! � ������ ��$������� ����� 	 Sn &�� n ���!�� $��������# .� (��� �� �������� � ���!��
������ Xmn	 (���� �������� m �����$������ �� ��� n ���!�� $�������� ��! (���� ��� ������ ����
$����� ��! ������ ��$������� ����� �& Xmn ����� ��� ������ ���� $����� μn ��! ��$������� ����� 
Sn#

� %��� ��	�

m−1(Xmn − 1mμ′
n)′(Xmn − 1mμ′

n) = Sn. @3A

����� ������	
 ���
� ��
���� ��� ����	�� � �
����	
�� ���������� 
	 ����
�� �
� �	������	
 ��� ����� �	� ������	

��� ������	
 ���
� ���	 �
	�� ����
 ����
�� ��� ������� �
 �	�	���� ��
������ ��� ���������	 ����� �
� � �������

����
�
�
�� ���� ����� �� ���� ��� ��� �
��
��	
 	
����
	! �	���� ������ 
��������" #���
��! ���� �� �
���	� ����
��!
������	 �	 �
������� �
�� ���� � ��	
�� �	��$! ��
� an� %����	
���� �������� ���� �� ��������� �
�� ���� � �
� �	�
�
���	 �	��$! ��
� Amn� �&���� �������� ���� ���� � ��	
�� �	��$! ��
� An�

�'
� ���� 
� �$�
����
	 �� �
	
�� �	( ���� ��)�����	�� �	 ������ �
��	��! �
 ���� m ������ ���	 m−1 ������� �	 ���
��	
��	��
� 
� ��� ������ �����	��� �	� �
�����	��� 
� 
�� ��	�
� ���������� *��	 ������� �
��	�� ��� ����+��)�����
��� �&������	� �
������ �	 
�� ���
������� ������� ��� ��������� ��
� ��� ����
�� �( ��&�����

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������
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�������	 �������
Xmn = Zmn + 1m(μ′

n − z̄′n)

(���� Zmn �� � �7> ���������� (��� ������ ���� z̄n	 ����!� � ���������� (��� ���� μn# ?�(�$��	
�� +���	 �� �� ��� ����!������ ��$���� ���� � ����� Xmn �����&���� @3A (��� � ���	 &�� ��� ��$�������
����� Sn# ?�(�$��	 ����� Sn �� ������$� �����!�+���� (� ��� +�! � !������������ Sn = A′

nAn	 (����
An �� � ������'� ����� 	 &�� � �����#� %��� �� �����!����� ��� �����&��������

Wmn = m−1/2(Xmn − 1mμ′
n)A−1

n @
A

�� �� ����� ���� ���$��� @3A �� �1��$����� �� +�!��� � ����� Wmn (���� �����+��

W′
nmWmn = In (��� 1′

mWmn = 0′
n. @6A

%�� ���!����� @6A �� &��!������� �� ��� (��' ��! (� ����� ��&�� �� �� �� ��� ; ��� ��$������� ����������
@;��A# 0� ���$��� @6A ��! ��$������ �����&�������� @
A (� (��� �� ���� �� ���!��� � ��� �7> �������
Xmn	 ��$�� ��� !�����! ������ ���� μn ��! ��$������� ����� Sn#

�������������� � ������ $�� ��F� ���� ��! ��$������� ����� �� ��E����� &�� �7> ���!�� $��������	
��� �� �� ��� ����������� ��E����� &�� ���� ������ �����$������ !������������# �����$��	 �� ����
������������ �� ��� ��� �� �!$��������� �� ������ ��� ���������� ���������� &��� &�� ��� !�����������
�& Xmn# ��� � �����	 (��� ��������� ����&���� ���'	 ���� +������� ������������ ���&�� �� ���&���
����������� ���� ��� ����! �� ���������� !���G ���� �� ��� ��������! )���������� ����������* ��������#
?��� ��� ����&���� ������ !����������� �� ������������! �� +����� � '����� �� �� ���������� !�����������	
�� �� ��� ������� �& ���� !�����������#� %����&���	 ��� ���� &���� �& ��� �������� �� �� �����!���
�����!� &�� ���������� � ��� ��$������� ������� (���� ���� ����� ��� ���!�� �����$������ �'�(����
��! '������� �& ��� ���!�� $�������� �� 1�������# 
� ���� &����(��' ����� �� �� ���! �� �����&� �
���������� &��� &�� ��� !����������� &�������#

%�� ����� �� �������! �� &����(�# ������� 3 �����!���� � ��( ����� �& ����������� ���������� ��������
(���� (� ���� L���������	 �� m × n ����� ��������� �� ��� ;��# �������������	 ���������� ��!
!���������+� ������1��� ��� !�������! &�� ������������ L��������� ��! (����� ���� ������������ ����
!�/����� ����� �& L��������� � ��� @��� &�� ��� ��'� �& ���$���	 ���� (� �����&� ���� ����� !�������
�����	 ����� �& ���������� ������ ���A# ������� 
 !�$����� � ��� ������ ���������� ���������� (����
������� L��������� (��� �����	 ���!��	 ���������� ��������# .� ��$� ��$�� ��� ���� )���!��
���������� ����� @,-�A ����������H �� ���� ��������# .� ������������ ��� �'�(���� ��! '������� �&
,-� ����������� ��!	 �� &������� �� � ���������� ���� �& !������������ L������ 	 (� ��$�������� ��(
!�/����� ���������� �������� ��� �/��� ��� !������ ��! �������� ��������������� �& ,-� ��������!
�������# 
� ������� 6 (� ����� ,-� ���������� �� �������� ��� $�����������' &�� � ����&���� ��$����!
�� ������ ������� ������� 
�!���� @���
A# ������� � ������!��# ��� ����&� ��� �� ��� �����!� #


 L���������


� ��������� ����� ������ � �1���� ����� Qn �� ���������� �& ��! ���� �& ��� ��$���� �� �1��� �� ���
���������# %��� ��

Q′
nQn = QnQ′

n = In. @�A

�,	
���� �����	����� �
��� �� �
 ��� Sn = QnΛnQ′
n ����� Λn �� ��� ���

	�� �����$ 
� ��
�	������! �	� Qn �� ���


���


	�� �����$ 
� ��
�	����
�� 
� Sn! �
 ���� An = Λ
− 1

2
n Q′

n�
�, ����	� �����( �
�	� ����! 
� ��� -./ 
� ���� ���� �����
�� ����� �����+��+���0 ����
�
�

(! 12/ ���� ����
�����

��������
	! ��� 3���
	
	 �	� ����� ����4 �

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������
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%��� �� �1��$����� �� ������ ���� ��� ��(� �& Qn &��� �� ����������� ��� �& $������	 �� !� ��� �������
�& Qn# ?�(�$�� &�� ��� (��' (� ���! �� � ���! !�+������ @�A �� ����������� ��������# .� !� ���� ��
��� ��$���� (��	 ������� ���� Qmn �� � @�����������A ���������� ����� �& ��! ���� �&

Q′
nmQmn = In. @4A

���� ���� !�+������	 ��! ��� ,��'�>������ %������	 �� &����(� ���� (� ���� ��$� m ≥ n# %��� @4A
������� ���� ��� ������ $������ �& ��� ����� Qmn ��� �����������#�

.� ��� ��( ����� �� ����' ������������� ����� ��� ;�� ��$�� �� @6A# ;����������	 �� ��!�� �� �����&�
��� ;�� (� ���� +�! n ����������� $������ �� R

m	 (���� ��� ��� �� ��� �����������

H =
{
(h1, . . . , hm)′ ∈ R

m | h1 + · · · + hm = 0
}
.

��������� H �������� m− 1 �������� ��!����!��� $������ ��! ����� H ⊂ R
m	 �� &����(� ���� !��(H) =

m−1# ��	 ���$�!�! ���� m > n	 (� (��� �� ���� �� ������ n $������ &��� �� ����������� ����� &��H# 0�
���������� ����� n $������ �� ��� ������� �& � ����� Wmn	 (� (��� ��$� �� ����� ��� �������� &��+�����
��� ;��# %����&��� ��� '�� �� � ��� ������ ���������� �������� ���� �� +�!��� �� ����������� ���
(����� ��� ���������� H#

�����������	 (� ��$� ��� 9���������!� �����!��� �� ��� !�������	 (���� ���$�!�� � �������$� �����!
&�� +�!��� �� ����������� ��� &��� � ��� �& �������� ��!����!��� $������#� ��������	 ��� {v1, . . . ,vn}
�� � ��� �& �������� ��!����!��� $������	 �1�����! (��� �� ����� ���!���# � ��� �& ���������� $������
{u1, . . . ,un} ��� �� &���! $�� ��� 9���������!� �����!��� (����

u1 = v1

u2 = v2 − ���2u1
(v2)

###

un = vn −
n−1∑
i=1

���2ui
(vn), @5A

��! (����	 �� ���� ����	 ��� ���2������ �������� ���2u : R
m → R

m	 �� !�+��! ��

���2u(v) :=
〈u,v〉
〈u,u〉u.

-�� +��� ���� �� �� ��� ���� ���������� ��� �� �� ����������� ��� {w1, . . . ,wn}	 ����� ��� ����!��!
�������������

wi = 〈ui,ui〉−1/2ui &�� 1 ≤ i ≤ n. @CA

��� ���������� (� (���� ���� �����&�������� �& n �������� ��!����!��� $������ Vmn = {v1, . . . ,vn} ��
n ����������� $������ Wmn = {w1, . . . ,wn} ��

Wmn = GS(Vmn).

.��� ���� �������� (� (��� �&��� ��&�� �� Wmn �� ���  ! 
���� �& Vmn ��! Vmn �� ���  ! ����
����
�& Wmn#


� �� (��� '��(� ���� ��� 9���������!� �����!��� �� �������� ������$���# %��� ��	 �& Wmn = GS(Vmn)
���� ����(Vmn) = ����(Wmn)	 (���� ����(Vmn) !������ ��� �������� �& R

m ������! �� ��� n
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������� �& Vmn# ��	 �� ����������	 �& ��� �������� ��!����!��� ������� �& Vmn ������ �� H	 ����
Wmn (��� �����&� ��� ;��#

%�� ���� �& ���� ������� � ������ � ����� �& �������� ��������� �� ��� ;�� ���� ��� �� &���! �� �����&����
!�/����� ������ ��!����!��� ���� (����� ��� ����������� H ⊆ R

m# %��������	 ��������� ��� ����������!
�� &����(�<

• %�'� � ���� (m,n) ∈ Z
2
+ (��� m > n ��! ���' N(m) �������� ��!����!��� $������ �� H �� &��� �

����� Vm,N(m)	 (���� m > N(m) ≥ nG

• ����� ��� 9���������!� �����!��� �� Vm,N(m) ��! ����� +�! �� ����������� ����� (���� ��������
&��� ��� ������� �& Wm,N(m)G

• ������ n ������� &��� Wm,N(m) �� &��� � ����� Lmn#

;�� ��������� Lmn �& ���� ���� (��� �� ��&����! �� �� )L���������*# 
� �������	 ��� ���������� �& �� L�
����� ��� ��������! &��� ��� ������ ��!����!��� $������ (���� ��� ���! �� ��F� ������������# 
� �������
3#3 (� �����&� ����� $������ �������!����	 ����� B����	 ���� ��! ������� ����������# %���� $������
���!��� !������������ L���������	 (���� ���������� ��� !��������! �� ��� ���������� �����&���� ���
$������# %��� ��������� (��� ���������� L���������	 (���� ��� !�+��! �� ������� 3#
# ?��� ��������
��!����!��� $������ ��� ��������! ���!����	 ����� ���������� �����$������ !������������# ����������
�& ����� L��������� ��� !����!��� ���� ��� ���� �& !����������� ���!# ������� 3#6 ������ �� � ������
������ !��� �� �������� �������� ��!����!��� $������# %���� ���!��� )!���������+�* L���������	 (����
����������	 �� ��� ���� ��������	 ��� !��������! �� ��� !��� �� 1�������#

��� �������	����� L���������

%� ��������� � !������������ L������ ��'� � ���� (m,n) ∈ Z
2
+ (��� m > n ��! ��� N(m) = m − 1#

%��� !�+�� � ����� Vm,N(m) = (v1, . . . ,vN(m)) (���� ������� ��� �����+�! ��

vj = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, 1,−1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−1−j

]′ &�� 1 ≤ j ≤ N(m).


� �� ����� ���� {v1, . . . ,vN(m)} �� � �������� ��!����!��� ��� ��! ���� vj ∈ H &�� 1 ≤ j ≤ N(m)#
.� ���� ��������� Lmn ����� ��� ���� n ������� &��� ��� 9� ����� �& Vm,N(m)# 
& (� (���� Lmn =
(�1, . . . , �n)	 ���� �&��� ���� ��������� ������������ (� +�! ����	 &�� 1 ≤ j ≤ n,

�j = [(m− n + j − 1)(m− n + j)]−1/2( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m−n+j−1

,−(m− n + j − 1), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−j

)′. @DA

�����
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0���( (� !������ Lm,N(m)# %�� ���� n ������� �& ���� ����� &��� Lmn#⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1√
2

1√
6
· · · 1√

j(j+1)
· · · · · · 1√

(m−1)m

−1√
2

1√
6

###
###

0 −2√
6

###
###

### 0
# # #

###
###

###
###

# # # −j√
j(j+1)

###

###
### 0

# # #
###

###
###

###
# # #

# # #
###

0 0 · · · 0 · · · 0 −(m−1)√
(m−1)m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

@�A

%��� +��� ��! ���� ������� �������� �� ��� � ��� ��$������� ���������� ������� @6A (�� �������! ��
���&����� .����� "�!������ �� ��� ��� �& �D# ��� ���� ������ (� (��� �&��� ��&�� �� ��� ����� @�A ��
��� )"�!������ ����� *#


� ��� &����(��� (� !�+�� ����� ;�� ��������� Lk
mn	 (���� k �� �� �!!������� ������� ���������	 (����

���������� ��� "�!������ ����� �� ��� ����� ���� L1
mn = Lmn# �� �� ����� &��� @DA	 ��� ������� �& Lmn

���� !����! �� ��� ����� !�������� m ��! n# >�( �� !�+�� Lk��������� (� �����!�� ������� �& ���
&��� (m,n, k) ∈ Z

3
+# ;��� ������ ���� �����&� m > n# ,����������� �� k ��� ���� �� ������!# .���

��� �����!������ �& � )&���* ��������� k ����� Lk��������� ��� �� 1���� ������ �� � ����� � ��������#

� ��� &����(��� (� ������� ����� ����� �& Lk���������	 �������� ����� ��� ��!���� �������������#

���� �

��� %��� 
 �������� (� ����( ���� ����� ������� (��� 2k ≤ m + 1− n ��! ��� N(m) = m + 1− 2k	 ��
n ≤ N(m)# .� !�+�� ��� %��� 
 ����� Vm,N(m) = (v1, . . . ,vN(m)) �� �������

vj = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, 1,−1, . . . , 1,−1︸ ︷︷ ︸
2k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m+1−2k−j

]′ &�� 1 ≤ j ≤ N(m). @3�A

����� �� �� ��������&��(��! �� ����' ���� ��� ������� �& Vmn &��� � �������� ��!����!��� ��� �� H#
>�( ��� Lk

mn ����� �& %��� 
 �� ��� ���� n ������� �& ��� 9� ����� �& Vm,m+1−2k	 !�+��! ���$�#
0� �����!����� 9� ���������� �� �� ����� ���� �� L1������ �� ��!��! ��� "�!������ ����� # -��
��� ������ ����' ���� Lk

mn (��� ���$� �1������ @6A	 ��� �� �� ���� ���� �� (���� !�(� ��� &��� �& Lk
mn

� ��������#�

���� ��

����� (� ����� (��� � ������ (m,n, k) ∈ Z
3
+	 ��( �����&���� ��� ���!����� N(m) = m− k ≥ n# 
� ����

���� ��� 9� ��������� ����� Vm,N(m) = (v1, . . . ,vN(m)) �� !�+��! ��

vj = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

,−k, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−k−j

]′ &�� 1 ≤ j ≤ N(m). @33A

�, ������ ����������
	 
� �(�� :! Lk+�������� �� ��������� ��
� ��� ����
�� 
	 ��&�����

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������



���� ������ 	
��
��
�� ������ 
� �
����� 	� ������� 5

.� ��( !�+�� �� Lk
mn ����� �& %��� 

 �� ��� ���� n ������� �& ��� 9� ����� �& Vm,m−k	 !�+��!

���$�# -��� ����� ���� ������!�� (��� ��� "�!������ ����� (��� k = 1 ��! �/��� ��� �������
�������� �� ��� ;��# �� ���� ����� �� � ������ �����+������ �& %��� 

 �������� ��� ��� ���� &���!#

���� ���


� ���� ���� ��� ������ (m,n, k) ∈ Z
2
+ × Z �� ���� ����������! �� m ��! n ����� (� ������ ��� N(m) =

m− 2	 ��! ��1���� ���� n ≤ N(m)# >��� ����	 ����'� ��� %��� 
 ��! %��� 

 !�+�������	 k �� ����(�!
�� �� ������$�# >�( !�+�� Vm,N(m) = (v1, . . . ,vN(m)) (����

vj = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, k,−1, 1 − k, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−2−j

]′ &�� 1 ≤ j ≤ N(m). @3
A

%�'��� ��� ���� n ������� �& ��� 9� ����� �& ��� ���$� ����!� Lk��������� �& %��� 


#


� �� ���� ��� ���������� %��� 


 Lk��������� &������ �� ����( &�� ���� &��� ����������# ��� � �����	
��� 9� ��������� ������� ����! �� !�+��! ��

vj = [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, k1,−k2, k2 − k1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−2−j

]′ &�� 1 ≤ j ≤ N(m). @36A

%��� (���! ���� ���!��� � ����� Lk1,k2
mn (���� ���$�� @6A (��� ��� I� ������� �& �(� ����������#

���������� �� ���� (��	 �� ����!���� �& ����������� ��������� ��� �� &���!# �������� ���� (��� ��
������ ������ 	 �$��� ����� ����������! �� ���� (�� ���� �����&� ��� ;��#

��� ���������� L���������


� ���� ������� (� ��������� ������ ��!����!��� ���� �� H &��� ���������� ����������� !������������#
%��� �����! ��� �� ����������! �� ����� ����� ����������	 �!2����! �� �����$� � ��� ��$�������#

� ���� ��������	 ��� ������� �& ��� 9� ��������� ����� Vmn = (v1, . . . ,vn) ��� ���!�� $������#
.� ������ ���� ����� $������ ��� !��(� &��� � B��� ���� ���������� �����$������ !�����������	 (����
�������� ���������� ��� ��!����!���# %��� ��	

Vmn ∼ �(0n, In),

(���� � �� �� ���������� !�����������# -& ������	 Vmn �� 2��� m ���!�� �����$������ �� ��� n ���!��
$��������	 (���� ���������� !����������� �� �# �� �� ����������	 ��� ������ ���� �& ��� �����$������
(��� ���� �����&� ��� ����� �������

v̄n ≈ 0n,

��! ����� ��� ������� �& Vmn (��� ��� ����������� �� ������� �& H# ?�(�$��	 (� ��� ������ ���!�+��

Vmn ← Vmn − 1mv̄′
n,

�� ���� ��� ������ $������ �& Vmn !� ��!��! ��� �� H#	 .� (���! ��'� �� �����&��� ����� $������ ����
�� ����������� ��� ����� ��� 9���������!� �����!���# ?�(�$�� (� ��� ���� !� ���� �& ��� �������
$������ ��� ������ ��!����!���# -��� �����	 �������� (� ������! ��!����!���� &�� ��� �����$������
!����������� �	 ��� ������ ��$������� ����� �& Vmn (��� ���� �����&� ��� ����� �������

m−1V′
nmVmn ≈ In. @3�A

	6���� ����
��! ���� �� ������ ����4 ! ��
��	� ����� ������� ���	
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.� ��( ��������� ��� ������� �& Vmn �� ���!�+�����


vj ← vj〈vj ,vj〉−1/2

����� ��� $������ �& Vmn ��( ��$� ���� ������	 ����� ������� @3�A ��� �� (������ ���� � �������� ��

V′
mnVmn = In + εPn @34A

(���� ε �� � ����� ������	 ��������� (������ �� ε � 1	 ��! Pn �� � �1���� ����� (��� B���� �� ���
!�������# ��� �� �������� �����	 ε �= 0 ������ ��(���#

,����� ���� ��� ��� �� �� ���( ���� ��� ������� �& Vmn ��� �������� ��!����!���# .� +��� ���� ���� �
'�� ������ �� ������ ������� ������ ���� ��� ������� �& � ����� 	 Vmn	 ��� �������� ��!����!��� �& ��!
���� �& ��� ���������!��� 9������ ����� 	 GV 	 �� ������������	 (����

GV = V′
mnVmn.

%����&��� &�� ��� ������+������ �& ������ ��!����!���� (� ���� ��������� ��� !���������� �& ��� ����� 
GV # >�( ����� @34A	 ��! � ������������ ������ &�� !�����������	 (� '��( ����

!��(GV ) = !��(In + εPn) = 1 + ��(Pn)ε + ◦(ε2)

����� ��(Pn) = 0 (� ��$� ���� !��(GV ) = 1 + ◦(ε2) �= 0# %����&��� ��� n ������ $������ �& ���
����� Vmn = (v1, . . . ,vn) ��� �������� ��!����!��� ��! ��� 9���������!� ��������� ��� �� ������!
�� ����# 
& (� ��� LP

mn = GS(Vmn)	 ���� (� ��$� ��� ������� ����� (���� &��+�� ��� ;��#


& (� ��� ���� ����� &�� � ��� ������ ����������	 �������� � ������ ���� �& 0n ��! ��$������� ����� 
In	 ���� &��� @
A ��� ������ (��� ������ ��

Xmn = m1/2LP
mn.

����� LP
mn = GS(Vmn − 1mv̄′

n) (� ��$�

Vmn − 1mv̄′
n = LP

mnRn @35A

(���� Rn �� �� ����� @�� �����A ���������� ����� #�� >�(	 &��� ��� ����� ������� @3�A ��! ���
������������� �& LP

mn (� ��$� R′
nRn ≈ mIn# 0�� In �� !������� �� R′

nRn ≈ RnR′
n# .� ��1���� ���

&����(��� �����<

����� ���� !
����� ���� Un 
� �� 
���� ��
���
��� ����
� ���
�"�
�� U′
nUn = UnU′

n� #��� Un 
�
� �
������ ����
�� �� ����
�
���$ 
" Un 
� ����������$ ���� Un = !���(±1, . . . ,±1).

����"� ��� �������$ @3���A	 ������� 


	 ������� 3C	 &�� � �����#

8���� �� ����� ����� &��� �& ����� 3#3 (� !�!��� ���� Rn ≈ !���(±√m, . . . ,±√m)# >�(	 ��
���������� ��� 9���������!� �����!��� &������	 (� +�! ���� ��� !������� �������� �& Rn ���� ��
������$�# ?����	 Rn ≈ m1/2In ��!	 �&��� ��$������ @35A	 (� ����$� �� ��� ����� �������

Xmn ≈ Vmn − 1mv̄′
n.

?���� Xmn �� �� &��� $��� ����� �� ��� �������� ������ Vmn# %��� ���(� ���� ���������� L���������
�������� ����������� ���� ��� � ����� �!2������� �� ����!��! ���������� ����� ����� �����������#

�
<
���������
	 �� ���� ���� �� ������� �
 ��� ��� ��
���	� 
� ��	��� �	����	��	��� :	 ��������! �� �� �����9�
�� �� ����
�
�	�! ��	�� ��� ����+������� ��

�����! ����� �� ����
(�� �����! �	������ � 	
���������
	�

������ �� �	 �$����� 
� � ���� �� ��	
��

���
�! ��� �
��� �	� #�	 =
�	 �744- �

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������
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��� ������������ L���������

.� ��( �����!��� � �����! &�� � ��� ��$������� ���������� (��� ��� ��$������� ����� �� ��������!
&��� � ������ !���# 
� �� ���������� �� ���� ������������� ��! ����������� !���	 ��� &�� ��� ��'� �&
� �������� (� ����� ������ ���� (� �����$� � �����$������ ���� ������ �� n ���!�� $��������# %��
�!$������ �& ���� �������� �� ���� ��� ���������� �& �� � ��� ������ ���������� (��� ������� ��������
��� ���������!��� ���������� �& ��� �������� ������	 �& ��� � ����#

������� ���� (� ��$� � ������ ����� Ymn ������������ m ���������� �����$������ �� n ���!��
$��������# %�� ������� �& ���� ����� ���! ��� ��$� B��� ������ ����	 �� !�+��

Vmn = Ymn − 1mȳ′
n,

(���� ������� (��� ��� �� H# .� ������ ��� ������� �& Vmn ��� �������� ��!����!���#�� �������	
LD

mn = GS(Vmn) �����+�� ��� ;��# >�(	 ��$�� � ������ ���� μn ��! ��$������� ����� Sn	 (� ���
���� !���������+� �������� �� &��� �� � ��� ������

Xmn = m1/2LD
mnAn + 1mμ′

n,

(���� A′
nAn = Sn#


� �� ��������&��(��! �� ���( ���� Xmn = Ymn (��� ��� ������ ������� μn ��! Sn ��� ������ ��
����� ��� ������� �& ��� � ������ !��� Ymn#

�� ?�(�$�� ��� ��� �������� � ��� ������ ��������!
������� ���� !�/�� &��� ��� � ������ ������ �� ��������� ������� ���� ��� !�/����� &��� ��� ������
�������# 
� ���� (�� ��� ��� )������ ����* � ��$������� ����� 	 (���� '������ �����	 ���� 1�����+����
��������������� �& ��� � ������ !��� ��������!#

���  �!��
 L���������

� !���������+� �������� LD
mn ��� �� �������! (��� !������������ ��!J�� ���������� L��������� ��

���!��� )�����!* ;�� ��������� (���� ��I��� ���� � ������ ��! ������������ ���������� �& ��� !���#
-& ������	 �� ���������� (���� ������ �� �� � ������ !��� ��� �$������� ���� !������������ ��! ����������
L��������� ��� ����������# ��� ��������	 (� ��� ��������� � �����! ;�� �������� (���� �������� ����
��� !������������ ��! ���������� L������ �����!�������	 ����� ��� &����(��� �����#

����� ���� !
����� %� ��&� k �������
��� ����
��� Q1
mn, . . . ,Qk

mn ∈ R
mn ���
�"�
��

(Qi
mn)′(Qj

mn) = δijIn "�� ��� 1 ≤ i, j ≤ k,

%���� δij 
� ��� '�����(�� ����� "
���
��� #���$ �
&�� k ����)��� ������� α1, . . . , αk ∈ R$ ��� �
����

���*
���
�� �" ����
���

Smn =

(
k∑

i=1

α2
i

)− 1
2 k∑

i=1

αiQi
mn


� � �������
��� ���������� ����
��

"�� Lmn �� � !������������ Lk������ 	 (���� �� ����������! ����� ��� �& ��� ������1��� &��� �������
3#3# ���� ��� Vmn �� � ���!�� ������ &��� �� ���������� !����������� �(0n, In)# �������� ���� Vmn

��:� �	( �������� �	 ��� �(���� �� � ��	��� �
���	���
	 
� 
���� ��������� ���	 �� �� 	
� 	�������( �
 �������� ����
�������� ���������(! �	� �� ��
��� �� ���
����

������ ������� ���� ��� �
�����	�� �����$ 
� Ymn �� �
������ ���	����
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��� ���� �!2����! �� ��$� � B��� ������ ����	 (� ��������� ��� ��������! ����� 

Am,2n = (Lmn,Vmn).

.� ���� ����� ��� 9���������!� �����!���	 ������� Âm,2n = GS(Am,2n) (����

Âm,2n = (L̂mn, V̂mn).

0������ �& ��� �������$� ������ �& ��� 9���������!� ���������	 ��! ����� Lmn �� �����!� ����������	
(� '��( ���� L̂mn = Lmn# �����������	 ��� ����� V̂mn (��� ��� ���� �� ���������� ��� (��� ����
�����&� L′

mnV̂mn = 0# %����&��� (� ��� ����� "���� 3#
	 �� ���� &�� ��� ε ��� ����� 

LP
mn =

1√
1 + ε2

(
Lmn + εV̂mn

)
@3CA

(��� �� ����������� ����������# ����� ��� ������� �& Am,2n ��� �� H	 ��� �������� ������$��� ��������

�& ��� 9���������!� ������� ������� ���� ��� ������� �& Âm,2n ��� ���� �� H# %����&��� LP
mn !�+��!

�� @3CA �� ������� �������� �� ��� ;��# ���$�!�! ���� ε �� ����� ���� �����! �������� (��� ��������
���� �& ��� !������������ ��������������� �& Lmn# 
� �� �����&��� � ���� �& ������������ ��������	 �����
������� ��������! ����� @3CA (��� ������� !������������ ���������� (��� ���!�� )�����* �/����#

� ��� ��������	�

%�� ����$����� &�� ��� �������� ��������! �� ���� ������� �� ����	 �& Lmn �����+�� ��� ;��	 ���� LmnRn

�����+�� ��� ���� ;�� &�� ��� �1���� ���������� ����� Rn# ����	 �& Qm �� � ����������� ����� ����
QmLmn ���� ���$�� ��� ;��	 ����� 1′

mQm = 1′
m# %�������	 ����� �(� �����$������ ��� ��� &���!�����

&�� � ��( �������� �� ���������� ��+������ ���� ���!�� ������� ���� ��$� �!������� ������ ����
$������ ��! ��$������� ��������# ;��� ���!�� ������ �� ��������! ��

Xmn = 1mμ′
n +
√

mQmLmnRnAn @3DA

(���� Lmn �� �� L������ 	 Qm �� � ���!�� ����������� ����� 	 Rn �� ��� ���!�� ���������� ����� 	
μn �� ��� ������ ���� $����� ��! A′

nAn = Sn	 (���� Sn �� ��� ������ ��$������� ����� # %���� ���
���� !�/����� �& ����� �& L���������	 �� (� ��$� ���(� �� ��� ���$���� �������	 ��! ����� ��� ����
!�/����� ������� �& ���������� �������� Rn ���� ����! �� ���! �� @3DA# %���	 @3DA ���$�!�� � ��$�� ��!
$��� I� ���� �����! &�� ���������� ���!�� �������# ��� !������������	 ���������� �� !���������+�
L������ �& ���� 
	 

 �� 


 ��� �� ������! ��! �� ����� �� ����� (���	 &�� ����������	 (� ����� (��'
(��� ��� "�!������ ����� @DA	 ����� �� �� �$������� �� �� ������� �����! &���# %�� &���� �& ���� �������
�� �� � ����� ��( ���� �����+� ���!�� ���������� �������� �/��� ��� �'�(����	 '������� ��! �����
��������������� �& ��� ���!�� $�������� ����� ��������!#

��� �"�#	��� �	
 $%������

%���� ��� ���� (��� �� ������� ��� �'�(���� ��! '�������	 �$�� �& � ���$������ ������	 �� !�������!
�� ������ @3��5A# ��� ��� ������������ (� ��1���� � ��������� &�� ��� �'�(���� ��! '������� �& �
�����$������ ������	 ��! ����� ��� ���� ���� !�/����� !�+������� �& �����$������ �'�(���� ��! '�������	
��� :���� @
��DA# 
� ��� &����(��� (� ������ ��� !�+������� �����!���! �� ���!�� @3�C�A# ?�(�$��	 ��
����������! �� 9��2��� �� ��� @3���A	 ������� &��� !�/����� !������������ ��� ��$� �!������� ���!��
���������������# ;$�� ��	 (� ������ �� (��' (��� ���!��F� �����$������ ������� �����	 �� �������$����!
������������	 ���� ��� ������ ���������#

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������
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9�$�� � ���!�� ������ Xmn = (x′
1, . . . ,x

′
m)′	 (������ ����� ��( $����� �������� (���� xi = (xi1, . . . , xin)

&�� 1 ≤ i ≤ m	 ���!�� @3�C�A �������� ��� &����(��� �������� &�� ��� �����$������ �'�(���� ��! '���
����� �& Xmn<

τM (Xmn) = m−2
m∑

i=1

m∑
j=1

{
(xi − x̄)S−1

X (xj − x̄)′
}3

κM (Xmn) = m−1
m∑

i=1

{
(xi − x̄)S−1

X (xi − x̄)′
}2

(���� SX �� ��� n × n ������ ��$������� ����� �& Xmn ��! x̄ �� ��� ��( $����� �& ������ �����#
���!�� @3�C�A ���$�� ���� ����� �������� ��� ��$������ ��!�� ������������	 �E�� �����&���������#
%��� ��	 τM (Ymn) = τM (Xmn) ��! κM (Ymn) = κM (Xmn)	 (����$��

Ymn = XmnBnn + 1mbn @3�A

(���� Bnn �� ��� ��$������� ����� ��! bn �� ��� ��( $�����# %��� ��$������� �������� �� �& ����������
�����+����� �� ,-� ����������	 ����� ��� �����&�������� @3DA �� � @���!��A ������������ �E�� ������
&�������� �& ��� L������ Lmn# %����&��� τM(Lmn) ��! κM (Lmn) (��� !�������� ��� �����$������
�'�(���� ��! '������� �& ��� ,-� ��������! ������� Xmn#

�����
����� ���� ��� Lmn *� ��� ��������� ����
�$ ��+��� *� @DA� #���

τM (Lmn) = n
[
(m− 3) + (m− n)−1

]
=: f(m,n) @
�A

κM (Lmn) = n
[
(m− 2) + (m− n)−1

]
=: g(m,n) @
3A

����"� ��� ������� �#3 �& ��� �����!� #

0� ��������� �1������� @
3A ��! @
�A (� ��� ���� � $��� ������ ������������ ���'� ��� �����$������
'������� ��! �����$������ �'�(���� �& ��� "�!������ ����� # %��� ��	 &�� m > n	 (� ��$�

κM (Lmn)− τM (Lmn) = n.

%�� � �����! �'�(���� ��! '������� �& �7> $�������� ��� ���� ������� ���'�!	 ����� ����� ����� �� �
������ &������� �& n ��! m# ��� ����������� 
#6 ����(#

.� ��( ���!� ��� ���������� ����$���� �& ��� ���!�� �'�(���� ��! '������� !���$�! &��� �����
������� ���� ��� ��������! ����� "�!������ ��������# ��� � + �! n ��! � ���������$��� ����� m	
(������ m� n	 (� ��$� ���� (m− n)−1 ≈ 0# ?���� (� ��� ����� ����� @
�A ��! @
3A ��

f(m,n) ≈ n(m− 3), g(m,n) ≈ n(m− 2) &�� m� n. @

A

�� ��� &�������� g(m,n) ��! f(m,n) ��� �������������� ������	 (��� ���!���� n	 ��! (��� ������
������!�! �� m ������� �����# 
� �� ���� ���� ���� �& n2 > n1 ���� f(m,n2) > f(m,n1) &�� ���
m > �� {n1, n2} ��! ���� f(m,n2) (��� ���! �� ��+���� &����� ���� f(m,n1)	 �� m ���!� �� ��+����	
��! ��������� &�� g(m,n)#

>��� ���� �& (� ��� � "�!������ ����� �� ,-� ���������� ���� (� ��� ������ ������ �'�(����
�� '������� ��� ��� ����	 �� �������� �� ����������� $���� m	 ����� ��� ������ �& $�������� n ��
��������� + �!# %� ������ ���� ������� (� ����� ���! �� ��� � ����������! L������ 	 (��� �� �!!�������
��������� k# 0�&��� (� !������ ���� (� �����' ���� ������ ������� ��������� ���!$�������� ������ �

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������
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���������� �� ��� ��B� m �& � ������ ����������# 
� ���� �����	 ��� $���� �& m (���� �����$�� � !�����!
�'�(���� �� '������� ��$�� (��� �� ���� ������� ���� ��� ������ �& �����$������ ��1����! &�� � ����!��!
���������� �������# %�� ��$���� �������� �� �� ������ ����������� �& ��B� m ����� ������ �����$������
��$� ���� ��������!	 ��! (� ��&�� �� ���� ������1�� �� ������ �������������# ;��� ����� ����������
(��� ��$� ��� !�����! ����	 ��$������� ����� ��! �����$������ �'�(���� �� '������� ��� (��� ��� (�
��� ����� ��� +��� &��� �����$������ ������� �& ��� �����������! ������K

��������� ���� ������� ���� (� ��$� �(� !�/����� ������� XmX ,n = (x′
1, . . . ,x

′
m)′ ��! YmY ,n =

(y′
1, . . . ,y

′
m)′	 �� ��� ���� n ���!�� $��������# .� !�+�� ����� �����$������ ����(�%���� ��

τC(XmX ,n,YmY ,n) = (mX + mY )−2
mX∑
i=1

mY∑
j=1

{
2(xi − x̄)(SX + SY )−1(yj − ȳ)′

}3
, @
6A

(���� x̄	 ȳ ��! SX 	 SY ��� ��� ������ ����� ��! ��$������� �������� �& XmX ,n	YmX ,n ��������$���#

� ��� �� ���(� ���� τC �� ��$������ ��!�� ������� ������������ �E�� �����&���������# ��� �����!� 
�#
#

�����
����� ���� ����
��� r ������ ������� Xm1,n, . . . ,Xmr ,n$ ���� %
�� ������ ���� μn ���

������ ��&��
���� ����
� Sn� !�� m =
∑r

k=1 mk ��� ��+�� Xmn = (X′
m1,n, . . . ,X′

mr ,n)′� #���

m−11′
mXmn = μ′

n ��� m−1X′
nmXmn = Sn,

%
�� ��� �
��
&��
��� �(�%���� ��� (
����
� ���
�"�
��$

τM (Xmn) = m−2
r∑

k=1

m2
kτM (Xmk ,n) + 2m−2

r∑
k<l

(mk + ml)2τC(Xmk ,n,Xml,n),

κM (Xmn) = m−1
r∑

k=1

mkκM (Xmk ,n).

����"� ��� �����!� �#6#

%�� +��� ���& �& ����������� 
#
 ������ ���� ������ ����� ��! ��$������� �������� ��� ������$�!
��!�� ������ �������������	 ���$�!�! ���� ��� ������� ������� ���� ����! ��� ������������� ��$�
�!������� ������ ����� ��! ��$��������# 
� ����������	 � ����� � ��� ������ ����������	 (���� �������
� ��$������� ����� Sn	 ��� �� ����������! �� ������������� ���� ������� � ��� ������ �����������	
���� (��� ��� ���� ������ ��$������� ����� Sn#

?�(�$��	 �� !��( ������� ����������� &��� ��� �����! ���& �& ����������� 
#
	 �����!��� �����������!
�'�(���� ��! '�������	 (� ���� �� ���� ���������$�# �������	 &�� '������� �� �� ������$�! ��!�� ����
����������	 ��� ����� ������� ���� ��$� �1��� ��B� ��! ��$� �!������� '�������# 
� � ,-� ����������	
���� ������� �� ����� ��� ���� L������ &�� ���� ����� ����������# %��� ��	

Xrm,n = 1rmμ′
n +
√

rm
(
(LmnR(1)

n )′, . . . , (LmnR(r)
n )′

)′
An. @
�A

�� �$�� &�� !�/����� ���������� �������� R(1)
n , . . . ,R(r)

n ��� ����� ������ Xrm,n (��� ��$� ���� μn	
��$������� ����� A′

nAn = Sn ��! '������� κM (Xrm,n) = κM (Lm,n)	 (���� κM (Lm,n) �� ���������!
$�� m#

%�� ����$���� �& �����$������ �'�(���� �� ���� ������ 	 !�� �� ��� �������� �& ����'�(���� �����#
>����� ����

τC(Xmn,Xmn) = τM(Xmn)/4,

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������
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����������� 
#
 ��&���� �� ���� �� ������ ���� τM (Xrm,n) = τM (Lmn) (� ���� ����������� ,-�
����������� �& ��� &���

Xrm,n = 1rmμ′
n +
√

rm(L′
nm, . . . ,L′

nm︸ ︷︷ ︸
r ��
��

)′RnAn. @
4A

����� @
4A �� � ������� ���� �& @
�A	 Xmn (��� ����� ��$� ������ ���� μn ��! ��$������� ����� Sn	
(��� �����$������ '������� �����&���� κM (Xrm,n) = κM (Lmn)#

.� ��$� !�+��! � �����! &�� ���������� ����� ������� �& ��B� rm	 (��� � ��� ������ +��� ��! �����!
������� ��! ����! ��! &����� ������� ���� ��� !��������! �� ��� �'�(���� ��! '������� �& ��� L�
����� ���! �� @
4A# .��� n + �!	 ��� �'�(���� ��! '������� �& � ����� Lk

mn �� � &������� �& m ��!
k# 
� �������	 ����� &�������� ��� ��� �$������� �� �����! &���	 �� � ��������� ������������ ���� ��
������! �� ��������� ��� $����� �& m ��! k (���� �����$� ��� ������ �'�(���� ��! '�������# .��� �����
������ �������!	 � ���������� �& ��� &��� @
4A ������� ���� ����� ������� ��� ������$�! �� �����
�����������#

.� ��( ���!� ��� �'�(���� ��! '������� �& ,-� ����������� (���� ������ ���������� L���������	 ��
!�+��! �� ������� 3#
# ,����� ���� � ���������� L������ LP

mn �� � 9���������!� ����������������� �&
� ���!�� ������ Vmn	 !��(� &��� �� �������� �����$������ !�����������# -�� ��� ���( ���� ��������
���������� ������� �� �� ��$������� �E�� �����&�������� ��! ����� ��� �'�(���� ��! '������� �& LP

mn

(��� �1��� ��� �'�(���� ��! '������� �& Vmn# 8���'� ��� !������������ ����	 τM (LP
mn) ��! κM (LP

mn)
!����! �� � ���!�� ������ Vmn	 ��! (��� �����&��� �� ���!�� 1��������� �������$��# ?�(�$��	 �&
Vmn �� !��(� &��� � �����$������ ������ !�����������	 ���� (� ��� ��� ��� &����(��� ������ �& ���!��
@3�C�A	 �� +�! ��� � �����! $����� �& τM (LP

mn) ��! κM (LP
mn)#

�����
����� ���� ��� Vmn *� � ������ ������ ���%� "��� ��� �
��
&��
��� ������ �
���
*
�
��

,(μn,Σn)� #���

E[τM (Vmn)] = n(n + 1)(n + 2)m−1,

E[κM (Vmn)] = n(n + 2)(m − 1)(m + 1)−1.

%����&��� &�� ����� m ��� �'�(���� ��! '������� �& � ���������� L������ ��������! &��� � �����$������
������ !����������� (��� ��<

E[τM (LP
mn)] ≈ 0,

E[κM (LP
mn)] ≈ n(n + 2).

?����	 ��� �'�(���� ��! '������� �� � ���������� ,-� ���������� �� ���������! �� ��� ��!�������
!�����������	 ��! ����� ������� ��� ���� ����� �� �������� �����#

0� ��������	 (��� ����� !������������ L��������� �� ,-� ����������� ��� ��� ������ � ����� �& !�/�����
�'�(���� ��! '������� ��$���# %���� (��� ���� �� �� �������� ����� ����� ��� !������������ $�����
τM (Lmn) ��! κM (Lmn) + ��� �����$������ �'�(���� ��! '������� �& ��� ,-� ��������! �������#
-�� ��� ���� ����������� !������������ L������ ,-� ����������� ��! ���������� L������ ,-�
����������� ��! ��� ������� �& ���� �����������! ������ ��� �� ��������! ����� ����������� 
#
#

-������ 3� ����������
�� ������
�
��
� ��� ��������
� ./� �
�
���
���� 8���� ��� ���� ������
���� ��! ��$������� ����� 	 ������� (� ��� ,-� ���������� �� �������� �(� ������� Xm1,n ��!
Xm2,n# %�� +��� ������ �� ��������! &��� ��� "�!������ ����� ��! ��� �����! ������ �� � ��������!

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������
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&��� � �������� !���������! ���������� L������ # �������� ���� m1 ��! m2 ��� �����	 ��� �����$������
'������� �& ��� �����������! ������ Xmn = (X′

m1,n,X′
m2,n)′	 ��� ����� ����� � �����! $����

E[κM (Xmn)] ≈ (m1 + m2)−1 {m1n(m1 − 2) + m2n(n + 2)} .

������������� �� ��� ��� ���� (�� �& ��������� !������������ ��! ���������� ,-� �����������# -��
��� ���� ��� ��������! L���������	 �� !�+��! �� @3CA#

-������ 
� '
����
� �" ����
�*�� L�����
���� "�� LP
mn �� � ε������������� �& ��� !������������ L�

����� Lmn# %���	 ���$�!�! ���� ε �� �����	 �� �� ��������&��(��! �� !���$� ��� ����� �������

κM (LP
mn) ≈ κM (Lmn)

(1 + ε2)2
.

�������	 (� ���� ���� ��� �'�(���� ��! '������� �& !���������+� L��������� ��� ���������� !��������!
�� ��� ��!������� !���# ��	 ������� �� ���������� ,-� �����������	 ��� ������ ������� �& !��� �����+�
,-� ����������� ��� ������!# ?�(�$��	 �& !�����!	 ��� ��� �/��� ����� ������ (���� ����������� ����
��������������� �& ��� � ������ !��� �� ����� � ������������� �� ������������ ��������#

��� &��'�(�	�� )������� �	
 ������ �'�������������


� ������� 
#3 (� ���! ��� �����$������ �'�(���� ��! '������� �������� �& ���!�� @3�C�A �� 1�����&�
��( !�/����� L��������� �/��� ,-� �����������# .� ��( ���� ��� ��������� �� ��� ���!�� �1����
���������� �������� (���� ���� �� ������������� � ��$�� L������ !����� � ,-� ����������# 9������
�������	 �1���� ���������� �������� &��� ���� ����� ����������< ������������	 ��I������� ��! ���������#
�����!� &�� ���������� ���� �������� ��� ��������	 ������������ �� ��� ������ ����# .� ������ ��
&���� �� �������� �������� (���� ������ �� ����� ?��������� &���# ?�(�$�� ������1��� ��$��$���
�'�(���������� �������� ��! ������ @3D�5A �����&����	 �� ��� ����� � ��������� &�������	 ��� ����
�� ���! �� �������� ���!��	 �������� ��������	 ��� ������� ��! ?������ @3�46A# ��� ��� ��'� �& �������
��! ������� ���� ����� ��� � ������$��� ������ � ������ &���	 Lmn (��� ����� !����� ��� "�!������
����� !�+��! �� @DA	 ������ �����(��� �����+�!# ���������� ��� �������� �& @3DA	 (� ����� ��( ���
$�������� ��( ���!�� �����������	 ��I������ ��! ����� ���!�� ���������� �������� ��� ����� ���
��������������� �& �����$������ ���� ������ ,-� �����������#

����
���
�� ����
��� ��� ��� ������� ����� �& ����������� ��� ���� ��!����� �& �����$������ �� ����
��$������ ���� ������ ,-� ����������# ���� � ����� 	 !�����! �� Qm	 �� � �1���� ����� �& ��!��
m	 (���� ��� � ����� ��� ����� 1 �� �$��� ��( ��! �$��� ������	 ��! ��� ������� 0 �$���(���� ����#
��������������� ��� m× n ����� Amn (��� Qm �������� ��� ��(� �& Amn# ��� � �����	

QmAmn =

⎛
⎝ 0 1 0

0 0 1
1 0 0

⎞
⎠
⎛
⎝ a11 a12

a21 a22

a31 a32

⎞
⎠ =

⎛
⎝ a21 a22

a31 a32

a11 a12

⎞
⎠ .

%� ��� ��( ����������� �������� ��� �/��� ,-� ����������� (� +��� ������ ��� ��������� �& Lmn	
��&����! &��� @�A# ���� ���� (� ��� ���� ��� ������� $����� �� Lmn ������ �� ��� !������� �& ��F�
��(��� n × n ����'# %����&���	 (��� ��� "�!������ ����� �� ������! �� ,-� ����������� (������
������������	 ����� $����� ���� ������ �� ��� ��! �& ��� ��������! ������ �����# ?�(�$��	 �� �����!���
� ���!�� ����������� ����� Qm �� @3DA (� ��� ������ ���� ����� ����� $����� ��� ���!���� ���������!
���������� ��� (���� ������ ����# �����������	 �� ����������� ��� ����������� ����� 	 ��! �����

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������



���� ������ 	
��
��
�� ������ 
� �
����� 	� ������� 3�

����������� ��� ��(� �& ��� L������ ���� ��� + �! ��! ����� ���� ��� ���!���� �������!	 (� ���
��I����� ��� ���!�� ����� �� (���� ����� ����� $����� ������#


� ����� ������ �������� ��� ��������� �����$�� ����� �& ����� ������� @������$� �� ������$�A	 &����(�! ��
����� �& ����� �������# %��� ���������� �� ��&����! �� �� $��������� ����������#�� ����
� �����������
�������� ������ �� �� ���!��� ,-� ������� (���� � ����� ���� $��������� ���������� &������# .���
� ���!�� ������ ����������� ����� �������������� � ����� ��� ��(� �& ��� ����� ��� ��� �/���
!�(�(��!� �� ����� �& � ���!�� ���&�	 ���� ����������� ����� ��!�����# 0� ����� random ������
������������ �� ,-� ���������� ��� ����� $����� �& ��� "�!������ ����� ��� �� ��!� �� ������
�������� �� � ���!�� �������# ���������$���	 �� ����$� ��� $��������� ���������� ���� �� �������� �� ���
L������ 	 � ������� ���!�� ����������� ����� ��� �� ���!#

%� ���������� ����� �/����	 +���� 3 � ������ ����� &�� ����� !�/����� ��������! ������ �����# ;���
���������� ��� ��� &��� @3DA	 (��� Rn + �! �� ��� �!������# ?�(�$��	 �� ��� ��� ���� Qm �� ����
��� �!������	 �� ��� ��!!�� ���� Qm �� � ���!�� ������ ����������� ��! �� ��� ������ ���� Qm �� �
������� ���!�� ����������� ����� #

−1

−0.5

0

0.5

1
−1

−0.5

0

0.5

1

−1

−0.5

0

0.5

1

������ �� #���� ����� ����������
�� ��% ����
���
�� ����
��� �0��� &����
�
�� ��
����
�� 
� ������

����� �
�
����� "��� ��� ��������� ����
�

%�� ��������� �� @3DA ���� Qn ���� �� � ����������� ����� 	 (���� Rn ��� �� ��� ���������� ����� 	
�� ��!� &�� ��� &����(��� ������# "�� Xmn �� � ,-� ��������! ������	 ��������! &��� Lmn# 
� ��!��
&�� ��� ������ ���� �& Xmn �� �� μn	 (� ���� ��$� ����

1′
mQmLmnRnAn = 0′

n @
5A

>�(	 ����� Lmn �����+�� ��� ;��	 ��$�� �� @6A	 (� '��( ���� 1′
mLmn = 0′

n# 
& Qm �� � �����������
����� ���� 1′

mQm = 1′
m ��! @
5A (��� ���! �����!���� �& ��� &��� �& Rn# ?�(�$��	 ���� ��� ��� ��

��� ���� �& Qm �� ��� � ����������� ����� # �� ��(	 �������� ���� Qm �� � ����������� ����� 	 (�
!������ �������� ������� &�� ��� ���!�� ���������� ����� Rn#

�������� (� ��$� � �����! ��� �����$������ '������� �& ,-� �����������	 �� !�+��! �� ���!�� @3�C�A	
(� ��$� ��� ��� !�������! �������� '�������	 ���� ��	 ��� '������� �& ��� ��!�$�!��� $�������� (����� ���
����������# ����� ����������� �������� ���� �����!�� ��� �������	 (� ���� +�! ���������� ��������
(���� ��� �/��� ��� �������!� �& ��� ��������! �����$������# �� 
���� 1�����*��� ����� Hn �&

��:	 �	�	��! ����� �
�������( �������� ��� 
���	 ������	� �	 ����
����� �����	� ������! ��� ��	�����
� �� ��� �7441 �

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������
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!����� n	 �� � ����� (��� B��� ������� ����( ��� +��� ���!�������# 0���� �� ��� @3��4A	 9��������
@
��4A ��! ���� ����� ������� ���( ���� (� ��� ��������� ���������� ����� ?��������� ��������
����� 9�$��� �������� ��������# � 9�$��� �������� Gj(θj) �� ��� �!������ ����� � ���� &�� ��� 2 × 2
��������� �������� 

Gj [j, j + 1; j, j + 1] =
(

cos(θj) sin(θj)
−sin(θj) cos(θj)

)
. @
CA

-��������� ����� ?��������� �������� Hn ��� �� ����������! �� � ���!��� �& n− 1 9�$��� ���������
$��

Hn = G1(θ1)G2(θ2) . . . Gn−1(θn−1). @
DA


� ��!�� �� ���!��� ���!�� ���������� ����� ?��������� �������� (� ����( ��� ��������� �& @
DA
�� �� ����������	 �������� θj �� ��� �����$�� [0, 2π) &�� 1 ≤ j ≤ n − 1 �� ���!��#���� � ����� �& �
��(�!���������� ?��������� ����� �� ��$�� ����(	 (���� (� ������&� �������� �� ������� ci = cos(θi)
��! si = sin(θi) &�� 1 ≤ i ≤ 3#

H4 =

⎛
⎜⎜⎝

c1 −s1 0 0
s1 c1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 c2 −s2 0
0 s2 c2 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 c3 −s3

0 0 s3 c3

⎞
⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎝

c1 −s1c2 s1s2c3 −s1s2s3

s1 c1c2 −c1s2c3 c1s2s3

0 s2 c2c3 −c2s3

0 0 s3 c3

⎞
⎟⎟⎠ .


� ,-� ���������� (� ��� ��� ���!���� �& ���!�� ����� ?��������� �������� �� &��� ��� ����������
����� Rn	 (���� ��������������� ��� L������ ��������� �� @3DA# ,����� ���� ��� �������!�� �& ���
�������� �& �� L������ !����! �� ��� !�����	 (���� !����!� �� ��� ������ �& �����$������ m (�
(��� �� ��������# .��� m �� �����	 ��� ����� �������� �� ��� ��(��� !������� �& ��� L������ ������
� L�����F	 (���� �������� �& ����� ������$� ��! ������$� �����$������ ��� �����������! (��� LI��F �����!�
�& ���� ����$��� �� ��� ������ @��� ��� ����! ���� �� +���� 3 &�� � �����A# ����������� �������� ����
������� ��� ������ �& ���� ������	 ��� (� ��� ���� ��'� �� �/��� ����� �������!� ��! ��$� ��� ���������
�� ��������� ��� I�� �����!�# ���������	 ����'� ����������� ��������	 ���������������� �� L������ 
(��� ���� ���!�� ?��������� �������� !��������� ��! !��������� ��� �/��� �& ��� ����� ��������	
���!���� ���������� ��� ������# ������ 
 ���(� ��( ��� ����� ������� ����� ���(� �� +���� 3 ���
�/����! �� ������������������� (��� ���!�� ?��������� ��������#

%�� ������ �& ?��������� �������� ���! �� ��� ���������� ���!��� �/���� ��� �������� '������� �&
��� ���!�� $��������# %�� ������ n× n ����' �& �� L������ Lmn �� ����� ����������# �����������	
��� ������ �& ����B��� �������� �� ���� ������ �& Lmn ��������� �� ��� �$��� ���� (� �������������
Lmn �� � ���!�� ����� ?��������� ����� # %����&���	 �� ����$� ��� B���� &��� Lmn (� ���� �����!�
��� ���!��� �& �� ����� n− 1 ����� ?��������� �������� �� ��� ���!�� ���������� ����� Rn �& @3DA#

?�$��� ���'�! �� �����$������ �'�(���� �� ������� 
#3	 (� ��( ���( ��( �� ��!��� ���� !����� �&
������$� �� ������$� �������� �'�(���� ���� ,-� �����������# ��� ���� (� (��� ��� �� ����������
����� Bm �& ��� &���

Bm = !���
{

(−1)d1 , . . . , (−1)dm

}
, @
�A

��%�	�
� 
���
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(���� ���� ��!� di �� ������ B��� �� ���# .��� ��� ��!���� ��� ������������ �& 0�������� $��������	 (�
���� ���� � ����� � ���!�� �
�� ����� # 
� (��� �������� ��� ��(� �& ��� ����� �� �������������� ��
���� �� ����� ���#

������� Rn �� ������ �� @3DA �� �� � ���!��� �& ���!�� ����� ?��������� ��������# %��� ����� 
�������������� � ����� An	 (���� �������� ��� ������ ��$������� ����� Sn# .� (���� ���� ���!��� ��

Tn = RnAn.

>�( Tn (��� �� � ���!�� ����� ���������� ���� ������$� ��! ������$� �������# ����� Tn �����
���������� Lmn �� @3DA	 ����� ������$� �������� �& Tn (��� ������� (��� ��� ����� ������$� !�������
�������� �& ��� L������ �� &��� ����� ������$� �����$������ �� ��� ��������! ������ ����� Xmn#
���������	 ����� ������$� �������� �& Tn ����� ����� ������$� �����$������ �� ��� ������# ?�(�$��	
��������������� Tn �� � ���!�� ���� ����� Bm �/���� ����� ����� ������$� �� ������$� $�����#��

.������ ���� � ��� ������������������	 ����� ������$� ��! ������$� �������� ������ �1����� �&��� ��
Tn	 ��������� �� � ��������! ������ (���� �� ����� ������� ���������# � 2�!������ ������ &�� ���
0�������� ������������� ��� ������ ���� ��� ���!��� BnTn ��� ���� ����� ������$� �������� ���� �����
������$� �������� @�� $��� $����A# %��� ������$� @�� ������$�A �������� �'�(���� �� �����!���! ����
,-� ��������! �������#��

%���� ��� ���� (��� �� ��I����� �'�(���� �� �������� ��� 0�������� �������������# ��� ��������	 �������
ti !����� ��� i��� ��( �& Tmn	 (� ��� ���

pi =
∣∣∣∣ ���j {tij : tij ∈ ti}
���i,j {tij : tij ∈ Tmn}

∣∣∣∣ . @6�A

��,�
���������(! �� ��� �����( �	�����	
 � ��
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 ��� 5����	���
 ��
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������� Rn�
��:� ����� ��� �
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������ �����	�� �	 BmTmn ���	 ���
� 	�
����� �����	��! ��� ������� ���� ���� 	�
�����

�0��	���� :� ����� ��� �
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� 	�
����� �����	�� �	 BmTmn ���	 ���
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%���	 ���!���� ��������� r ∈ (0, 1)	 ������<

di =
{

1, �& r < pi

0, �����(���
&�� 1 ≤ i ≤ m.


& ����� �� � ����� ������$� ����� �� ��( ti ���� ��� 0�������� ����������� pi (��� �� ����� �� ���#
%����&��� ��� ��!� di �� ���� ��'��� �� ��'� ��� $���� 3 ��! ����� ��( ti (��� ������ ���� (��� Tmn

�� �������������! �� Bn# %��� ���� ���������� 0�������� ���� ����� ���$���� ����� ������$� �������� �&
Tmn �� ����� ������$� ��������# �� � ������ ������$� �������� �'�(���� �� �����!���! ���� �����������#
������$� �������� �'�(���� ��� �� �����!���! �� !�+���� ��� pi ����� �� ��� ������ ���� ������ ��
@6�A#

%��� ������� ��� ���(� ��( !�/����� ������� �& ���������� �������� �/��� ��� ��������������� �& ,-�
��������! ������� �� $��� !�/����� (���# �������� (� ��$� &������! �� ��� "�!������ ����� 	 ���
���$� ������1��� ��� ���� �� ������! �� ,-� ����������� ��$��$��� ����� L���������# 
�$����������
����� ���� ������� ,-� �����������	 ��! � ������� &������ ������� �& ���������� ��������	 �� ��&� ��
&����� ��������#

� ���������	� �	 �������������

,-� ���������� ��� ������������ �� $�������� ��� ������� ���� ��� �� �����$�! ����� ����� �����
����������# 9��������	 ���� �������� ��1���� ��� &���������� �& &����� �����$������ !������������	 �����
���������� �� �������� ������ !���# 
� +����� ����� �������� �����!� ��� ������� ��! ��!���� �&
������ �������	 ��� !������� ������� ����! �� � &����� !�����������	 ���� �� ����&���� ������������	
��! +������� ���' ���������� (����	 ����� ��� �����!������ !����� ��� 3���F�	 ��� $�����������' @7�,A
�& � ����&���� ��� ������ ��� ��!����� ��������'# %��� ������� !����������� ��( ,-� ����������
��� �� ������! �� 7�, ����������#

%�� ����&���� 7�, �� ��� ���� ���� (���! �� �1�����! �� � ���!�!	 (��� � ��$�� ����������� α	 �$�� �
������� �����! �& ���� @(���� �� �����! ��� L���' ����B��FA �& ��� ����&���� �� ��&� ���������! !����� ����
�����$��# �������! �� � ���������� �& ��� ������� ����&���� $����	 ��� 3��αM h�!�� 7�, �� ����� ���
α�1������� �& ��� !����������� �& ��� ����&����F� h�!�� �������	 �� ������� $���� �����# ��� � �����	 �&
��� h�!�� � ���� ������� �� ��� ����&����F� ���' &������ ��$� � �����$������ ������ !����������� ��! ���
����&���� ������ �� � ������ &������� �& ��F� ���' &����� �������	 ��� 100αM h�!�� 7�,	 � ������! �� �
���������� �& ��� ������� ����&���� $���� ��<��

7�,(α, h) = Φ−1(1− α)σh @63A

(���� Φ−1(1 − α) �� ��� ��(�� α�1������� �& � ����!��! ������ !����������� ��! σh �� ��� ����!��!
!�$������ �& ��� ������ h�!�� ����&���� ������� !�����������#

?�(�$��	 � �����$������ ������ ���������� �� ��� ������� ����������� ��! ���� ����&����� ��$� �������
���� ��� ���������� &�������� �& ��� ���' &����� �������	 �� �� �� $��� ������ �� ��� ���������� ��
�������� ����&���� 7�,# ����� ����� ���������� ������� � ���������� �����$������ ���' &����� �������
!����������� ��! ���� ��������� �#�#!# ����������� �� ���� ���' &�����# %� ���� ���������� (� ���� �����
��� ����&���� �������	 (���� ��$�� ��� ����&���� $���� �� � &������� �& ��� ������� �� ��� ���' &������	
�� ������ � ��������! h�!�� ������# ,�������� ��� ����������� ���� ����� ��������� � !�����������
&�� ��� ����&����F� h�!�� ������ ��! ��� ����� ����� 7�,	 � ������! �� � ���������� �& ��� ����&����
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$����	 �� ��������! �� ����� ��� α�1������� �& ���� !�����������# ?�(�$��	 �� �!!����� �� ��� ��������
����� !�������! �� ��� �����!������	 ��� ���������� ����������� ��!������� ����� ����� ����������
���� � �����+���� ������ �& ��!�� ���'# %��� ��	 !�/����� !������������� ����������� ��������� ��$� ����
�� 1���� !�/����� 7�, ���������# 
� �� (����'��(� ���� ��� ��������� ��������������� �& +������� �����
������� ��� �&��� �������������! �� �����$������ ������ �� ���!����t !������������	 ��� �� �� �������
��� ����� (��� !������������� ���������� �� ���� �����������#

��� ����� ������� ���������� ���������� �� �� &�� ��� ���� ������ 7�, ���������� �����! ���! ��
��� +����� ��!�����# ����!��! ���������� ���������� ���� � ����� ������ �& ���������� ������� �� ���
����&���� �� ����! �� ��������� !����������� ��! ����� �������� ��� 7�, &��� � ��(�� 1�������# ��
�!$������ �� ���� �� !��� ��� ��'� ���������� ����������� �����!��� ��� ���' &����� �������G � ��2��
!���!$������ �� !��� ����������# � ���� ���������� ������ ��� �� !�E���� �� ������ &�� ��� ���' &������	
�� ��� �� ������� �� �� ������������� ����� ���'�� ����$���� ��� ������! �����!������ �� ������
�����# %��� ��� ��������� !����������� �� ��������� ����� ����� ���� 6 � 4 ����� �& !���� �������	 �#�# �
������ ��B� �& �����! C4� � 3	
4� !��� ������	 �� ��� �������� �& ��� 1������� ��������� �� ��$�����
�������!#�	 �����$��	 !�� �� ���' �& ��E����� (��'�� �� ������� ���������� !���	 3�!�� ����������
7�, ��������� ��� ������� �����! �� �� h�!�� ��������� &�� h > 1 ��! &�� ���� ���!� ����������� ���
�������� ��!�	 ���� �� � )�1�����������&�����* ������� ����# �������� �1��������� ������� �� $���
������	 �� ��� 2����+�! ������� �� ��1����� ��� ����&���� ������� �� �� ��!����!��� ��! �!���������
�������� !���������!# ?���� ��� ������� �& ���������� 7�, �� ���' ����B��� ������ ���� 3 !�� �� �
�����+���� ������ �& ��!�� ���'	 ���������� �� ������� ����&�����#�


��� *&) +�* )��'�
���(�

8���� ,-� ���������� �� �������� ����&���� $�����������' ��� ������$��� ��� !���!$������� �& � ������
7�, �����!������� �������B�! ���$�# ������� ���� (� ��$� � ����&���� �� n ������# ������� ��
���������� ����� ����� 7�,	 ,-� 7�, ������ �� ��������� � ���� $����� μh

n ��! ��$������� ����� 
Sh

n &�� ��� h�!�� ������� �� ���' &������ ��!�� � ���������# .� ���� �������� � ������ Xh
mn	 ����� �

,-� ���������� �& ��� &��� @3DA# %��� ����� Xh
mn ���������� m �����$������ &�� ��� h�!�� ������� ��

��� ����&����F� n ���' &������# ����� ,-� ���������� �� �� � ��� ��$������� ���������� ������1��	 ���
������ ���� ��! ��$������� ����� �& ��� ��������! ���' &����� ������� Xh

mn	 (��� ����� ��� ������� μh
n

��! Sh
n � �����# �������� � ����&���� �������	 π : R

n → R	 (� ��������� � $����� �& h�!�� ����&����
�������	 Yh

m = (y1, . . . , ym)′	 !�+����

yi = π(xi) &�� 1 ≤ i ≤ m

(���� xi !������ ��� ���� ��( �& Xh
mn# �� ��$�� ��� α�1������� ��������� qα : R

m → R	 (� ���������
,-� 7�, ��

7�,(α, h) = −qα(Yh
m). @6
A

%�������� ��� ��$������� ����� Sh
n (��� ��$� � ����� ��I����� �� ,-� 7�,#�� 0�� 7�,	 ����� � ��(��

1������� �& ��� ����&���� ������� !�����������	 �� ���� ���� �/����! �� ��� �'�(���� ��! '������� �& ���
���' &����� �������	 ��! ���� �� ��� ������ (�� ��� @��������������A ���������� 7�, ��!�� �� &�$����!
�� ���� �������������# ?�(�$��	 ��� ���������� �& ����� ���� ��� ���������� �& ��� ���' &������ � �#�# ���
��� ���� (�� �����$�! ������������ � �� ���� �� ������� ���� ������� (��� ������ �����&	 �� ��� ����� ����
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��� ���' &����� ������� !����������� �$�� ��� ���' ����B�� (��� �� �!������� �� ����� !����������� �� ���
���������� ������#

.��� ,-� 7�, (� ��� �������� � $��� ����� ������ �& ������������ &�� ��� ���' &����� �������	 ����
����� ���������� (��� ��� ������ ������� ���� (��� �����$�! �� ��� ���������� ������# ���������$���	
(��� ������ ������� � ����&���� &�� � ����� ������������ �& ��� ���' &������	 (� ��� ������ ����� ������
������� ���� ��� ���������� (��� �����!� �& +������� ������# �� (� ��( �� �������� 3 ��! 
	 !�/�����
L��������� ��! !�/����� ���������� �������� (��� �/��� ��� ��������������� �& � ,-� ���������� ��! ��
����������	 ��� �/��� �& �'�(���� ��! '������� ��� �� �����������! ���� ,-� 7�, ������� � 2�!������
������ �& ����� ��������#��

,-� ���������� ��� �������� ������������ �� 7�, ����������# ��� � �����	 �� �������������� ����&�����
� ���' ������� (���! ����������� $����� &�� ������ ������� ���� ��� �����$�! �� ��I��� ������&�� ���'��
���!������	 ����� ,-� ����������� �� �������� ������� ���� ��$� � ����� ����� �������	 ��! �������
��� �������7�, �� � ��(�� 1������� �& ��� ��������! !�����������# 
� �������	 ,-� 7�, ��� �� �������
�& �� �� � ������� �& ���������� 7�,	 �� � &��� �& �������� 7�,	 (���� ����� �� �� ���! &�� ��� ���!�
������������ ����� �������� ���� ��� �������� ���! ������� !�+������ @6
A !��� ��� � �������� !����!
�� hG ��� ���' ����B�� �� �������� (����� ���� �& ��� ,-� ����������� @3DA#

������� � ����&���� ������� ���!� � ����� ����&���� �& n ������ ��! (���! ��'� �� ����� ��� ���' � ������
�� ����������� 7�,# %�� ���� ��&�������� �$������� �� �� ���������� ������ �� ��� ����&���� ���' &�����
�������	 (���� (� !����� Hmn# ;���������� �� !����$��� ���� ��� ���������� !��� !��� ��� ��������
�������� ��� ���������� �����$������ !�����������# 
� ����������	 ��� �����$������ ���������� '������� ��
���� ������ ���� ��� '������� �& � �����$������ ������ !�����������# %�� ������ m �& ��� ����������
!��� �� ��������� ��� ����� �� �� ���+!��� �� ��� �������� �& ���������� 1������� ���������	 ���������� &��
����� α# ���(��	 ��� ������� !��� ��� �����$� ���� ������� (��� ������ �����& � �����	 ���� ���� ��� ���'
&�����F� ������ ������� ��� ������! �� ����� �����$�! �� ��� ���������� ������# ?� �� ��� ���&������
� ������ ����	 �� �� (��� ��� ,-� ����������� ���� ������ � ����� ��� ���������� ������ ����� ��!
��$������� ����� �& ��� ���' &����� �������# ?�(�$��	 ��$�� ��� ������ ������ �� ��� ���'��� ��!�����	
��$������ ��� ��( ���'��� 1���� ������$���$� ��������� �& ��������� ������	 ��! (��� �� �� ����&�� ��
����������� ����� �������� ���� ��� 7�, �����������# ��� ���� ������ �� (���! ��'� ��� �����$������
'������� �& ��� ��������! (��'�� ������� �� �� 100βM ������� ���� ��� ���������� '������� ��$��#

9�$�� ��� �������� ������! ���$�	 (� ������ �� �!��� � ������1�� &�� ,-� 7�, (���� ��� L������ �&
��� ����������� �� ������ �� ��I��� ��� �������F� $��(� �� '�������	 (���� ������$��� ����� ����������
�& ��� ���������� !���# �������� (��� ��� ���������� ������ Hmn (� ��������� ��� ���������� ���� $�����
μn	 ��� ���������� ��$������� ����� Sn	 ��! ��� ���������� �����$������ '������� κ = κM (Hmn) �& ���
(��'�� �������# �� �� ������� 3#6	 (� ������������� ��� ���������� !��� ������ �� ���!��� � !���������+�
L������ LD

mn = GS(Hmn)# .� ���� ��������� � !������������ L������ 	 Lpn	 �& ��� &��� @DA	 (����
��� ������� ��������� p (��� �� !��������! �� ��� '������� ������#

�����	 ��������� ��� ���������� ���� $����� ��! ��$������� ����� 	 ��� ,-� ��������! (��'�� ���'
&����� ������� ��'� ��� &���

Xm+p,n =

(
1mμ′

n

1pμ
′
n

)
+

( √
m LD

mn√
p LpnRn

)
An @66A

(���� Rn �� � ���!��� �& ���!�� ���������� �������� ��! A′
nAn = Sn# .����� Rn (� �����!�

n− 1 ���!�� ����� ?��������� �������� ��! � ���!�� ���� ����� 	 (���� ��!���� ������$� ��������

������ �
	������ ���� �
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�'�(����	 �� ���$�� ��� �����+� ������� &�� ����� ������$� (��'�� �������# 0� �������� �����������

#
 �� ��� �����������! ������ Xm+p,n	 ��! ��������� ��� ��$������� �������� �& ���!��F� ��������	
(� !�!��� ����

(m + p)κM (Xm+p,n) = mκM (LD
mn) + pκM (Lpn).

%�� '������� �& LD
mn	 �� !�+������	 �1���� ��� ���������� '������� κ# 0�� (� (���! ��'� ��� '������� �& ���

��������! ������ �� �� 100β ������� ���� ���� ��� ���������� $����# %��� ��	 κM (Xm+p,n) = (1+β)κ#
%��� (��� �� �����$�! ������� �� ����������� ������ �& p# 8���� ����� ������� @

A &�� κM (Lmn)	 (�
+�! ���� p ���� �����&�<

(m + p)(1 + β)κ = mκ + pn(p− 2). @6�A

���$�!�! ���� β �� ������$�	 ���� 1��!����� �1������ ��(��� ����!� � ������$� �������� p+# %�'��� ���
������� ������� ���� �& ���� ��������	 (� ��� p = ���(p+)	 ��! ��� Lpn &�� ��� ,-� ����������� @66A#

>�( ��� ����&���� ���' ������� '��(� ���� ��� ,-� 7�, ����������� (��� �������� ���������� !���
������� LD

mn	 (���� ������������ ��� $��(� �� '������� $�� Lpn# %�������� '������� �� ���� (�� (���!
��� �� �������� (��� ���������� 7�,# ��! ��� �������� �& ���!�� ���������� �������� �� @66A �������
���� (� ��� ��� ������ ������� �� ��� ������ ���������� ������	 �� (� ��� &����! �� !� (��� ����������
7�,#

��� ,�������� *��%���


� ���� ������� (� ������� &��� 7�, ��!���# %�� +��� �� ��� ,-� 7�, �����! !�������! ���$�	 (����
�������� !������������ ��! ���������� L���������# %�� �����! ��! ����! ��� ���������� ����� ����� 7�,	
����! �� �����$������ ������ ��! ���!����t !������������ &�� ��� ���' &������# ����� ,-� 7�, �� ����!
�� �� � ��� ��$������� ���������� �����!	 (� (��� �!2��� ��� ����� ����� 7�, ����������� �� �����$�
���� ���� ���������# %��� �� �1��$����� �� ����� ���������� L��������� �� @3DA	 (������ ��� ���!��
���������� ��������# -�� +��� �����! �� ����!��! ���������� 7�,	 (���� (��� &��� ��� ��������' �&
��� ��$����������#


� ��!�� �� ���� ��� �������� �& ��� !�/����� 7�, �����!� (� ������ ���� ��� ����&���� ���' �������
���!� � ����&���� �& 3� ���
 .���! ������� ��!����#����� ���� ����&���� (� (��� ��������� 3�!�� ��! 4�!��
@�� 3�(��'A 7�,� �� �#3M	 3M ��! 4M ��$���#��-�� ���������� !��� ������ ����� ��� �����! N������
3��4 �� N��� 
��� @6CD� !���	 C4C (��'�A# �������� �� N������ 
��� (� (��� ��� ��� +��� 4 �����
@36�� !���	 
5� (��'�A �& ��� ���������� ������ �� ��������� ���������� �����	 ��$�������� ��! ������
������� �& ��� (��'�� ���' &����� �������# .� ������ ���� (� ��$� �� �1����� (������! ����&����	
(���� ���������!� �� ��� ����&���� �������<

π : (x1, . . . , xn) �−→ (x1 + · · · + xn)/n

�������� ���� β = 0.1 ��� '������� �& &����� ������� (��� �� 3�M ���� ���� ���� �& ��� ����������
�������	 �� (� ���$� @6�A &�� p ��! ��� ,-� ����������� �& ��� &��� @66A �� �������� 3�	��� �������
�� ���� �& ��� 3� ���' &������#�� %�� ���� ��! ��$������� ����� �& ��� ��������! ������ (��� �����
��� ���������!��� ���������� ������� � �����# .� ���� ��� ��� �1����� (������! ����&���� ������� π
�� &��� 3�	��� �����$������ &�� ��� ����� ����&���� ������ ��! ���� ����� ��� 1������� &�������	 �� ��
@6
A	 �� ������ ��� ,-� 7�,#

��*� �	����� �	����� �
� ��� ?	���� ������! ?	���� @�	
�
�! A���	! �����	(! '��	��! :	���! ���	�! ����;����	�!
�
��� ,����� �	� ,�������� �	 ��� �
���
��
�

��#��( 
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��
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%� ���� ��� �������� �& ��� 7�, ��!��� (� ������ �����!������� ��$����� �����	 �����!���! �� :�����
@3��4A	 ��! ��� ��!����!���� ��! ���!������� ��$����� �����	 �����!���! �� �������/����� @3��DA#
%� ���&��� ����� ����� (� +��� !�������� ��� ������ �& )� ���!�����*	 �#�# ��� ������ �& !��� @��
(��'�A (��� ��� ����&���� ���� ���� ���� ��� 7�, ���� (�� ��������! &�� ���� �����!# 8�!�� ��� ����
���������� �& ��� �����!������� ��$����� ����	 ��� ���������� �& � ���!����� �����! �1��� α# -$��
��� �����! N������ 
��� � N��� 
��� ����� ��� 
�D� !���� �����$������ �� ����� �����!	 ��� ,-� 7�,
��!�� ����!� � � ���!����� �& ��� �#3M 7�,	 65 � ���!����� �& ��� 3M 7�, ��! 35
 � ���!�����
�& ��� 4M 7�,G ���� �� ��� ���������� �& � ���!���� (�� �#
M	 3#4M ��! 5#4M ��������$���# -�� �&
��C (��'�� �����$������ ��� ������ �& � ���!����� �� ��� �#3M	 3M ��! 4M ��$��� (��� 3	 33 ��!
63 ��������$���	 (���� ���������! �� � ���!���� ����������� �& �#
M	 
#
M ��! 5#
M# %��� ��!������
���� ,-� ���������� ���&���� (���	 �� �������	 &�� 7�, ����������# ?�(�$��	 ��� �& ��� �����������
��!������� ��� �����!������� ��$����� ���� �� ���� � ���!����� ��� ��!����!��� �$����# 
& ���� ��� ���	
7�, ��������� ����! �� � ���!�! ���� !��� �� (��'� �� ����������	 �� (���� ���� ���� (���! ��� ��
��������� � ������ �� ���'�� ���!������ �!�1������# 
� ����� (��!�	 ��� 7�, ��!�� (���! ��� ��
��E������� ���'��������$�#

%����� 3 ��! 
 ������ ��� ������� �& �����!������� ��! ���!������� ��$����� �����	 ��! �& ��� ��!����!���
� ���!���� �����	 &�� ���� �& ��� &��� 7�, ��!��� �����!���! �� ���� � ������# � �������&�� 7�, ��!��
���� �� �������$� �� ������� �� '�������	 ��� ����� ������ 7�, ��� ���� �!��� �� ������� �� ��� ����
��! ����!��! !�$������ �& �������	 ���� ��!�� &���� �� ���� (��� �����!� �& � ��������� �������# ���!����
t 7�, ���&���� ������ ���� ������ 7�, �����	 (��� 5 !������ �& &���!��	 ��� �������� !������������
��$� ������$� � ���� '�������# %�� ���� ���&������ ��!��� ��� ,-� ��! ���������� 7�,# 
� ����
����� ����� �(� 7�, �����!������� ��$� �!������� ��$����� ���� ����������# ?�(�$�� (��� ����� ����
���������� !�/��	 ��� ,-� 7�, �����! ���&���� ������ ���� ���������� 7�,# %��� �� ���������� $������
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�������� ��
� 
������������ ������������ �����������
��������  !"# "! # $! #  !"# "! # $! #  !"# "! # $! #

�%�  !&& '!' " !('  ! " "'!)$ *+!+*  !&( "(!*$ ,&!$$
-�
������� "!(+ +! " " !,)  ! * ",!) *&!") "!() "(!) ,&!$+
�������.t +$!(' +'! , ",!*) " !$" "+!'& ,&!), &+!'$ ) !'( $"!""
/����� ","!"( &&!), " !,) "'!," "&! + ,*!$+ "'$!$ ('!)( '*!('


��
� �� 	�
�� ��&����� #��� !���
��
��� #�� 23 ��
�
��� &��
�� ��� 4�45 "�� ��� 6�����
�
���� ���

������������ ����� ��� ���2 "�� ��� ����
�
���� ����� 7��
�� 
� ��� ��*�� ���%� 
� ��� �����"��� ��8���

��� �������
��� �
�� ���������� �� 23 �
��
+������

�������� ��
� 
������������ ������������ �����������

��������  !"# "! # $! #  !"# "! # $! #  !"# "! # $! #

�%�  !,( $!'( "!'(  !  $!$* '! +  !' ""! * $!$$
-�
������� $!&( $!'( "!'(  ! ' $!$* '! + $!), ""! * $!$$
�������.t *!$& ")! $ +!,$  ! * *!,+ $!"+ *!$) * !'" ""!$"
/����� "'!"* *,!, +!,$  !" "!+( $!"+ "'!** *'!(( ""!$"


��
� 	� 9��(�� ��&����� #��� !���
��
��� #�� 23 ��
�
��� &��
�� ��� 4�45 "�� ��� 6�����
�
���� ���

������������ ����� ��� ���2 "�� ��� ����
�
���� ����� 7��
�� 
� ��� ��*�� ���%� 
� ��� �����"��� ��8���

��� �������
��� �
�� ���������� �� 23 �
��
+������

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������



���� ������ 	
��
��
�� ������ 
� �
����� 	� ������� 




� �� (���� ������ ���� ��� ������ �& ��� ��������� �����! @4������A (�� ��� ��������! &�� ���� ���!�	
��! ������� (��� ��� L��������� ��! ��� ���!�� ��������� �������� ���! �� ��� ,-� �����������#
%�� ����� ������������ ���(��� ��� ������� &�� ,-� 7�, ��! ���������� 7�, ������ ������� ��� ���
�& !���������+� L���������# 
& ���� �������� (��� �����! �� !��� �����+� L��������� ��� !�/������
���(��� ,-� ��! ���������� 7�, (���! �� ���� �����+����#

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������



���� ������ 	
��
��
�� ������ 
� �
����� 	� ������� 
6

� �������

%��� ����� ����� �� �!!������� ��� ������� �& +�!��� � ������ (���� ��$������� ����� ������� �
������ ��$������� ����� � �����# 
� ��!�� �� &��� ���� � ������ (� �����!���! L���������	 (����
�����&� ��� ����������� �& � ��� ��$������� ����������# %�����1��� &��� ������ ������� (��� ���! ��
��������� !������������ L���������	 (���� � ������ ����� ����� �����!� (��� �������������! �� ���!���
���������� L���������# L��������� ���������! &��� � ������ !��� (��� ���� �����!���!#

;��� L������ 	 ��� �� �������! (��� ���!��	 ���������� �������� �� ��������! ��+������ ���� � ���
��$������� �������# .� ���� ���� �������� ,-� ����������# ��� ������� !������������ L���������	
(� !���$� � ��� &������� &�� ��� �����$������ �'�(���� ��! '������� �& ,-� �����������# .� ����
!���������� ��( �� ������ ����� ������� � ����� �� ������������� �������� ��� ���������� �& ���
,-� ����������# %��� ��	 �� �!!����� �� � ��� ��$������� ����������	 (� ��$� �� ���������� �����
&�� ����� ������ �������# %���� �� �� � ������� ����� ����!��� ����� (���� ������ (��� ���� �����
�������� ��� ���������! ��������	 ��� ���� �� ���������# ����� ����� ����� �����!� ��� ����������	
���������� ������ ��� ����� ��$� � �����+���� ��I����� �� ��� ������ ������� &�� ,-� �����������
����! �� ���������� L���������#

.� ���� � �����! ��� �/��� ���� !�/����� ������� �& ���������� �������� ��$� �� ��� !������ ������
���������������	 ��! �� ��� &������� �& �������� !������������# >��� ���� ��� �����$������ ������
������� ��� ��&� ��$������ �� ����� ,-��	 �� (� ��� �������� ���� !�/����� ����� �& ������ ����� ����
��$� ��� � ����� ��� ���� �����$������ �������# �������� ���� �� $��������� ����������	 �� �����'���
������� &������� �& �������� !������������	 ��� �� ��������� �� ���� ������������#

������� (� ������! ��� �� ��������� ���!� ���� �������! &��� !�/����� 7�, �����!�G ���� !����������!
���� ����� �!$������� �& ,-� ���������� �� � 7�, ���������� �����!�����# �������	 ��� ����������� �&
,-� ���������� �� 7�, ���������� � ��! �� � ������� �� ����&���� ������������ � (��� �� � ���!����$�
���� &�� &����� ��������#

%�� ������� �& ,-� ���������� �� ���!��� ��+������ ���� ���!�� ������� (���� ������� ���� ����
������� ��! ������������ ��������������� ��� ��$� ������� �����+����� �� ����� ����� �& +�����	 (����
���������� �� ��1����! &�� ������� ����������# ������� ��$���������� ���� ��� ����� �& ,-� ����������
&�� 7�, ����������	 ����&���� ������������ ��! ��� ������� ��! ��!���� �& ������ +������� �����������
�� ��&� �� &����� ��������#

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������
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@3A '
����
�

.� ����� �� � �������� ��� "�!������ ����� �� ��( $����� ��������	 (������ Lmn = (�′1, . . . , �
′
m)′#

-�� ��2����$� �� �� �$������ κM (Lmn)	 &�� ��� n < m# >�( ����� Lmn �� �� L������ (� '��( ���� ��
��� ������ ���� $����� μn = 0n ��! ������ ��$������� ����� Sn = m−1In# ������ �����$��� ����
S−1

n = mIn	 (� ��$� !�!��� ��� &����(���<

κM (Lmn) =
1
m

m∑
i=1

{
�imIn�′i

}2

= m
m∑

i=1

{
�i�

′
i

}2
.

,����� ���� Lmn �� �������! �� !������� ��� +��� r = m − 1 − n ������� �& ��� L������ Lm,m−1	
!�������! �� �# .� +��� �����!�� ��� ��(� �i (���� r + 2 ≤ i ≤ m# %�� +��� i− r − 2 ������� �& ��( i
��� ��� B���# %����&���

�i�
′
i =

(
−(i− 1)√

(i− 1)i

)2

+
m−1∑
k=i

(
1√

k(k + 1)

)2

=
i− 1

i
+

m− i

mi

=
m− 1

m
&�� r + 2 ≤ i ≤ m.

��� ��� ��������� ��(� �i	 (��� 1 ≤ i ≤ r + 1 (� ��$� ����

�i�
′
i =

m−1∑
k=r+1

(
1√

k(k + 1)

)2

=
m− (r + 1)
m(r + 1)

. @64A

,�������� r (��� n (� ��������� ����

κM (Lmn) = m

[
(m− n)n2

m2(m− n)2
+

n(m− 1)2

m2

]

= n
[
(m− 2) + (m− n)−1

]
.

@
A !(�%����

-��� �����	 '��(��� ��� ������ ���� ��! ��$������� ����� �& Lmn � ����� (� ��� (����<

τM(Lmn) =
1

m2

m∑
i=1

m∑
j=1

{
�imIn�′j

}3

= m

m∑
i=1

{
�i�

′
i

}3 + 2m
m∑

i<j

{
�i�

′
j

}3

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������
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�� (��� ��� �$�������� �& '�������	 (� �����!�� �(� ����� ����������# �������	 &�� 1 ≤ i, j ≤ r + 1	 (�
�����$� ���� �i = �j ��! �����	 ����� 64	 (� !�!��� ����

�i�
′
j =

m− (r + 1)
m(r + 1)

&�� 1 ≤ i, j ≤ r + 1.

-�� �����! ���� �������� ��(� �i ��! �j ���� ���� r + 2 ≤ j ≤ m ��! i < j# 
� ���� ���� (� ��� ����

�i�
′
j =

−(j − 1)
(j − 1)j

+
m−1∑
k=j

(
1√

k(k + 1)

)2

= −1
j

+
m− j

mj

= − 1
m

��������� ��� ����� �����	 ��! �&��� ���� ������+������	 (� ��������� ����

τM (Lmn) = m

[
(m− n)n3

m3(m− n)3
+

n(m− 1)3

m3
+ 2

{
(m− n)(m− n− 1)n3

2m3(m− n)3
+

n(2m− n− 1)
2m2

}]

= n
[
(m− 3) + (m− n)−1

]
.

��� �	.����	�� �- ����"�#	���

"�� �� ����� (��� �(� !�/����� ������� XmX ,n = (x′
1, . . . ,x

′
m)′ ��! YmY ,n = (y′

1, . . . ,y
′
m)′	 �� ���

���� n ���!�� $��������# "�� x̄	 ȳ ��! SX 	 SY !����� ��� ������ ����� ��! ��$������� �������� �&
XmX ,n	YmX ,n ��������$���# 9�$�� ��� ��$������� ����� Bn ��! ������ $����� bn (� !�+��

X̃mX ,n = XmX ,nBn + 1mX
b′

n ��! ỸmY ,n = YmY ,nBn + 1mY
b′

n @65A

>�( ��� ����� �& X̃mX ,n ��! ỸmY ,n ��� x̄Bn + b′
n ��! ȳBn + b′

n	 (���� ��� ��$������� �������� ���
B′

nSXBn ��! B′
nSY Bn# ��	 �������� ����{

2(xiBn + b′
n − x̄Bn − b′

n)B−1
n (SX + SY )−1(B−1

n )′(yjBn + b′
n − ȳBn − b′

n)′
}3

=
{
2(xi − x̄)(SX + SY )−1(yj − ȳ)′

}3
,

(� !�!��� ���� τC(X̃mX ,n, ỸmY ,n) = τC(XmX ,n,YmY ,n)# ?���� τC �� ��$������ ��!�� ������������
�E�� �����&��������� �& ��� &��� @65A#

��� ����- �- ����������	 ���

-�� ����������� ������ (��� r ���!�� ������� Xm1,n, . . . ,Xmr ,n	 ���� (��� ������ ���� μn ��!
������ ��$������� ����� Sn# .� �!��� ��� &����(��� ��( $����� ��������

Xmk ,n =

⎛
⎜⎝ xk

1
###

xk
mk

⎞
⎟⎠ &�� 1 ≤ k ≤ r, @6CA

��! ������� m =
∑r

k=1 mk	 (� (���� ��� �����������! ������ ��

Xm,n = (X′
m1,n, . . . ,X′

mr ,n)′

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������



���� ������ 	
��
��
�� ������ 
� �
����� 	� ������� 
5

%��������� ���� ����& (� (��� ��� ��� !�� ���!��� ��������

x · y =
{

xy′ &�� ��( $������,
x′y &�� ������ $������.

@3A ������������ ���� 7�����

%�� ���� �& ��� �����������! ������ Xmn ��

m−11′
mXmn = m−1

r∑
k=1

1′
mk

Xmk,n = m−1
r∑

k=1

mkμn = μn.

@
A ������������ ��&��
���� ����
�

?�$��� ����������! ��� ���� �& ��� �����������! ������	 (� ��� ��������� ��� ��$������� ����� �&
Xmn ��

m−1X′
mnXmn = m−1

r∑
k=1

X′
mk ,nXmk,n = m−1

r∑
k=1

mkSn = Sn.

@6A ������������ !(�%����

.� ��( ��������� ��� ���!�� @3�C�A �'�(���� �& ��� �����������! ������ Xmn �� ����� �& ��� �'�(����
�& ��� ������ ���������� Xm1,n, . . . ,Xmr ,n# ����� (� '��( ���� ���!��F� ������� ��� ��$������ ��!��
������������ �E�� �����&���������	 (� ����� �� !�+����

Zmn = (Xmn − 1mμ′
n)A−1

n

(���� A′
nAn = Sn# %��� (� ��� (���� Zmn = (Z′

m1,n, . . . ,Z′
mr ,n)′	 (���� ���� ���������

Zmk,n = (Xmk ,n − 1mk
μ′

n)A−1
n

�� � ������ �& ����� ������������ �E�� �����&��������� Zmn (��� ��$� ������ ���� $����� 0n ��!
��$������� ����� In# %��� (��� ���� �� ��� ���� &�� ���� ��������� Zmk,n	 &�� 1 ≤ k ≤ r# �!������ �
��( �������� �1��$����� �� @6CA	 (� ��� � �����

τM (Zmn) = m−2
m∑

i=1

m∑
j=1

(zi · zj)3

= m−2

⎡
⎣ r∑

k=1

⎧⎨
⎩

mk∑
i=1

mk∑
j=1

(zk
i · zk

j )
3

⎫⎬
⎭+ 2

r∑
k<1

⎧⎨
⎩

mk∑
i=1

mk∑
j=1

(zk
i · zl

j)
3

⎫⎬
⎭
⎤
⎦

= m−2
r∑

k=1

m2
kτM (Zmk,n) + 2m−2

r∑
k<1

(mk + ml)2τC(Zmk ,n,Zml,n)

%�� ����! ��������� �& ��� ����������� &����(� ����!������ &��� ��� ������������ �E�� ��$�������
�������� �& τM ��! τC #

@�A ������������ '
����
�

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������



���� ������ 	
��
��
�� ������ 
� �
����� 	� ������� 
C

��� ���!��F� '������� (� ��������� ����

κM (Zmn) = m−1
m∑

i=1

(zi · zi)2

= m−1
r∑

k=1

{
mk∑
i=1

(zk
i · zk

i )
2

}

= m−1
r∑

k=1

mkκM (Zmk ,n)

�������� ��� ������������ �E�� ��$������� �������� �& κM ����!� ��� +��� � �������� �& ��� �����������#

�����
��� � ���� ��������� ��� ���������
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��� ��!��	 �# @
��DA# ���(�� .
�( ������
� 7��
�� �7$ 7��
�����.
�( ������# .����#

0����	 �#	 ��������	 N#	 ��! :��	 O# @3��4A# � ������ �������� ��������� &�� ��� ��!������ �& �
������������� ����� �� ����' ������?��������� &���# �������� ����
�
�� 	 ��	 33D�#

������	 �# @3D�5A# ��� 1���1��� ������P�P� !�� !P���������� �������# :�
���� ";� �
� .�
�� 
��

����%����� ��������
( <������=� :�
����>	 ��	 33�Q3
6#

�������/�����	 �# @3��DA# ;$�������� �����$�� &��������# ��������
���� -�����
� .�&
�% 	 ��	 D�3QD5
#

�������	 ,# ��! ?������	 �# @3�46A# ������� �" ��������
��� ����
��$ 7��� 2 # .����#

������	 ?# @3��5A# ��������
��� ������� �" !���
��
��# ��������� 8��$������ �����#

����	 �#	 �����	 ,#	 ��! N����	 "# @
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